Mathématiques Economie & Gestion Principale 95

Corrigé du Probléme .

I) De quoi s agit-il ?

Etude d'une fonction "raccord"
Continuité en un point. Dérivabilité en un point. Bijection réciproque.
Calcul daire et intégrale

I1) Indications et commentaires

1°) a) Continuité def au point xo=1
Remarquer que f est définieagauchede 1 par f (x )=(x-1) log (1-x) et adroite de 1 par
f(x )=(x - 1) e*et que f (1) =0.
Pour étudier la continuité de f au point 1, il est donc nécessaire d'étudier la continuité def a
droite et & gauche del.

Montrer que I!@nf f(X)=1@Q

I!@nﬂ f(x) = f(2) (serappeler que l!(l@rp uLogu=0)

Conclure que f est continue au point X o= 1.
Pourguoi peut-on prévoir la continuité a droite def au point x o =1 ?

b) Dérivabilité def au point x o =1

Montrer que lim Llf(l) = e. Conclure que f est dérivable adroiteen x o = 1.
x® 1" X -

Montrer que Ig{l Llf(l) =-¥ .Conclure quef n'est pas dérivable agaucheenx ¢ = 1.
X® 1 X -

Interprétation graphique:
La représentation graphique de f admet au point Mo(1,0) deux demi-tangentes, I'une de
coefficient directeur e, l'autre paralléle a I'axe des ordonnées et dirigée vers "Le haut". Le
point Mo est un point anguleux.
En général
Si f est dérivable a droite (respectivement a gauche ) en x o, la courbe représentative de f
admet en Mo(X o, f(X 0)) une demi-tangente de coefficient directeur f ‘4(Xo) (respectivement
f 4(Xo)). Cette demi-tangente en Mo a pour éguation :
Y- £06) = f00)0 ) B 1Y T06) = £ 00)(x- )8
X % g xEx ;
g jim 100 F%)

X% X- X,

=-¥ dors la courbe de f admet, au point Mo(Xo,f(X0)) une demi-

N

, L IX=X,
tangente d'équationsj
Ty® (%)
Revoir les interprétations graphiques des cas :
im £ T06) _ i F00= F06) |y i 09 F00)
X®x X=X ®x X=Xy ®x X=X,

Remarque
Attention : pour étudier la dérivahilité d'une fonction f au point x o (respectivement la
dérivabilité adroite ; ou agauche) il faut revenir ala définition.



Laméthode qui consiste a étudier la limite de la fonction dérivée (respectivement a droite, ou
agauche) au point considéré, ne fournit qu'une condition suffisante et elle est hors

programme.

2°) a) Etude desvariationsde f
La dérivahilité de f au point xo,=1, a été étudiée a la premiere question.
Montrer que f est dérivable sur R\ {1} et que safonction dérivéef ' est définie par :
, il+Log(1l- x)s x<1
FO)=7 .
1xe S x>1
Voir que XIJDm¥ fxX)=-¥ e XI(!Drp¥ f(X)=+¥
Déduire le tableau de variation de f suivant :
1
; .

X |—oo = 1 +oo
f' + ) — +
1 ~+oo
fix) / = \
el 0 /

Remarques:

- Quand on demande d'étudier les variations de f , on dresse la tableau de variation avec les
limites éventuelles, par contre quand on demande d'éudier le sens de variation, il suffit de
voir lamonotonie de f (sans éude nécessaire des limites).

L'éude des variations d'une fonction dérivable se raméne a la recherche des intervalles sur
lesguels la dérivée garde un signe constant.

b) Tracage de la courbe (T) représentative def dansle plan rapportéa un repére

® ®
orthonormé (o, i, j)
N'oublier pas d'étudier les branches infinies
Une branche infinie de la courbe () représentative d'une fonction f apparait dés que
I'une au moins des deux cordonnées x et y d'un point de () tend versl'infini .
Montrer que () admet au voisinage de - ¥ et de +¥ , une branche parabolique de
direction I'axe des ordonnées.
Remarquer quef (0) =0 ( Lacourbe( ) passepar l'origine du repere) et quef '(0)=1
(Lacourbe () admet al'origine la premiére bissectrice d'éguation y= x, comme
tangente).




3°) a) gréaliscunebijection del =[1, + ¥ [versI =[0, + ¥ |

Remarquer que g est continue et strictement croissante sur | = [1, + ¥ [ et déduire qu'elle
réalise une bijectionde | sur g(1)=J= [0, + ¥ [.

b) Tracage dela courbe ( G) représentative deg "' dansle mémerepéreque ().

Lacourbe ( G) se déduit delacourbe( ') par lasymétrie orthogonale daxe (D)
d'équationy = X ( premiére bissectrice)

(") éant lareprésentation graphique de g.

voir que g est larestriction def alintervale I=[1,+¥ [

o

o |
.

T

b

4°) a) Calcul del’aire A(a) dela partie du plan limitée par (), et lesdroites d'équations
y=0,x=1letx=a

Remarquer que () et ( G) se coupent sur ( D) ( pourquoi ?)

On cherche I'aire A (a) du domaine hachurée (voir figure 3°)b) )

Voir queA(a) = ) (x- D)e*dx ua(unitésdaires)

1
Faire une intégration par parties en posant U(x) =x—1 et V (x) =e*. On obtient
A(a)=[(a-2)e*+€] u.a (unités d aires)

Lapartie D du plan limitée par (), et lesdroitesd'équationsy =0, x =1 et X = a, peut

i1£x£a
étre décrit, commel'ensembledeﬁpointsM(x,y)telsque% X
T10£y£9(x)
D—‘!M(x y)/‘11£x£a u
=1 ’ |
i 10£ Y £ 9(X)}

Lamesuredel'aire A(a) est (a - 2) € + 2 (sans unités d'aires)

b) Calcul del'intégralel = (‘)g'l(x) dx en fonction de a
0
Considérer les points E(a,0), F(a,a) et G(0, a). OEFG est alors un carré d aire a*
Expliquer, par raison de symétrie, que 1I=a®-A'(a) ot A'(a)=(a-2)e*+2
Conclure que : I=a*e+(2-a)e”
Remarquer qu’on n’apas I’ expression de g () et cependant on a pu calculer (‘)g'l(x) dx
0



